OLASILIK
Olasilik, bir olaya hangi siklikla rastlanabileceginin ya da bir olayin olabilirlik
derecesinin élgiisiidiir. Ornegin, madeni bir para havaya atildiginda yazi ya da tura

gelebilir. Burada her ikisinin gelme olasilig1 esit ve bu olasilik %2 dir.

Temel Kavramlar:
Olay: Olasilik teorisinin temel kavramlarindan birisi olay kavramidir. Olay bir deneyin
sonucu anlamindadir. Kesin olay ve rastgele olay olmak tuzere iki cesit olaydan s6z

edilebilir.

Kesin Olay: Deney tekrarlandiginda sonucu kesin olan olaydir.

Rastgele Olay: Deney tekrarlandiginda sonucun her seferinde degisebildigi olaylara

denir. Olasilik teorisi rastgele olaylarla ilgilenir.

Ornek Uzay: Bir deneyin tiim miimkiin sonuclarinin olusturdugu kiimeye érnek uzay
denir ve () ile gosterilir. Denemeler sonucunda tanimlanan her bir olay 6rnek uzayin bir
alt kiimesidir. Bu sebeple (1 nin kendisi ve bos kiime de birer olaydir. () ya kesin olay, bos
kiimeye ( @ ) ise imkansiz olay denir.
Ornegin, bir zar atma deneyi icin 6rnek uzay

0={1,2,3,4,5,6}
seklindedir. Zarin ¢ift say1 gelmesi olay1 A={2,4,6} ; zarin 7 gelmesi olay1 B=0 dir.

Sinif: Ornek uzayin alt kiimelerinden olusan kiimeye sinif denir. Elemanlar1 kiime olan

kiime olarak da tanimlanabilir. Ornegin, 0={1,2,3,4} olarak verilsin. Buna gore;

U1={{1}, {3}} U1 smifi Q tizerinde bir siniftir.
U2={Q, 0} Uz sinift Q Gizerinde bir simiftir.
U3={{1,2}, {3,4}} Uz siifi Q tizerinde bir siniftir.

Us={1,3} Us siifi Q iizerinde bir sinif degildir.



+ Bir olaym kendisinin, tiimleyeninin, baska olaylarla birlesiminin, kesisiminin
olasiligini bulabilmek igin bu olaylarin bir seti gerekir. Bu set o-cebir ile

tanimlanir.

TANIM: Q bos olmayan bir kiime U da (1 lizerinde tanimli bir sinif olsun.
i. Q€U olmal
ii. VA€UikenAceU (Ac: A kiimesinin tiimleyeni anlamina gelir)
iii. A1 A2,..,AneU iken U,-,4, €U

ozelliklerini saglayan U sinifina o-cebir denir. (Q,U) ikilisine ise 6lciilebilir uzay denir.

Ornek: 0={1,2,3,4} olsun.
a) U1={®, {1}} sinifi o-cebir midir?
Coziim a: Q€U1 oldugundan U sinifi ) lizerinde o-cebir degildir.
b) U2={@,{1},{2},{2,3,4},{1,3,4}, Q} sinifi 6-cebir midir?
Coziim b:
i. Q€Uz Kkosulusaglandi
ii. @€eUz - @°=0€eUz kosulusaglandi
{1} €Uz- {1}°={2,3,4} €Uz kosulu saglandi
{2} €Uz2- {2}°={1,3,4} €Uz Kkosulu saglandi

iii.  Ai={1}
Ax={2}
A3=0
As=0
An=0
ise

U1 An={1} U{2}={1,2} €Uz oldugundan Uz sinifi Q iizerinde o-cebir degildir.
Ornek: 0={1,2,3} olsun.
U1={{1}, {2,3},0, {1,2,3}} sinifi o-cebir midir?
Cozium:
i. Q€U1 kosulu saglandi
ii. {1} € U1— {1}°={2,3} €U1 kosulu saglandi
@ € U1~ 9°={1,2,3} € U1 kosulu saglandi



i, Ai={1)
A>={2,3}
A3z=0
As=0

An=®
ise

Un=q1 An={1} U{2,3}={1,2,3} € U1 oldugundan Uz sinifi Q lizerinde bir o-cebirdir.
n=14in— ) &



OLASILIK OLGUSU (Olasilik Aksiyomlar)

TANIM: Q bos olmayan bir kiime U da (1 lizerinde tanimli o-cebir olsun.
P:U- [0,1]
A-P(A)
P kiime fonksiyonu
i. VA€eUicin 0<P(A) <1
ii. P(Q)=1
iii. A1, Az, ..., An U’'daki ayrik olaylarin bir dizisi olmak tlizere
P(UpZ1 An)=X7-1 P(4,)
ozelliklerini sagliyorsa P kiime fonksiyonuna o/asilik 6ictisti denir. P(A) sayisina ise A4

olayinin olasiligi denir.

TANIM: () bos olmayan bir kiime U da () lizerinde o-cebir ve P, U lizerinde tanimli bir
olasilik dlciisii ise (,U,P) tUgliistine bir o/asilik uzayi denir.
Ornek: Ornek uzay O={a, b, c,d} ve U={4:A c Q} olsun.

P: U- [0,1]

A-P(A)= %
ile verilen P kiime fonksiyonu bir olasilik 6l¢tisii miidiir?
Coziim:
i.  VAE€U igin P(A)=>0 dir. Ciinki s(2)=4 ve s(A)=1,2,3 veya 4 olabilir. Dolayisiyla

P(A)= i,%, ZVeya z olabilir. Yani 0< P(A4) < 1 kosulu saglanir.

ii. PQ)= %:1

(Unz1 An) nin eleman sayist _ s(A1)U s(42)V... s(An)

iii. P(Up-14n)= s(Q) s(Q)

) (A1) | s(42)
P(US, An)= 55(—91) + 2(—02) + ..
P(Up=1 An)=P(A1)+P(A2)+ ...
P(Unz1 An)=X71 P(47)

oldugundan P kiime fonksiyonu olasilik 6l¢iisiidtir



RASTGELE DEGISKEN

Biitiin bilimlerin ortak amaglarindan biri gercek diinya hakkinda bilgi sahibi
olmaktir. Bir zar atildiginda 1,2,3,4,5 ya da 6 gelecektir. Fakat hangisinin gelecegi kesin
olarak sdylenemez. Bir zarin atilmasi deneyinde 6rnek uzay

0={1,2,3,4,5,6}

seklindedir. Bu gozlemlerle herhangi bir matematiksel islem yapilamaz. Bu deney belli
sayida tekrar edildiginde sadece istenen gozlemin ka¢ kez geleceginin beklenen degeri
verilebilir.

Bir X fonksiyonu ornek uzaydaki olaylar1 reel sayilar uzayina aktarabilirse, bu
fonksiyon sayesinde reel sayilar uzayinda islemler yapilabilir (Akdi, 2010).

Tanim:_ (12,U,P) bir olasilik uzayi olmak iizere,
X: Q>R
w - X(w)

fonksiyonu g e igin {w:X(w)<a}eU ozelligini saghyorsa, X fonksiyonuna bir
rastgele degisken denir. Buradaki {w: X (w)<a}eU kimesi X *(~,a] seklinde de ifade

edilebilir. Bir rastgele degiskenin deger kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesidir (Akdi,
2010).

Ornek: Bir deney icin Q 6rnek uzay: ve U simifi asagidaki gibi verilmis olsun.

QZ{W11W2’W3’W4} , U={{W1,W3},{W2,W4},Q,CD}

X: Q>R
1, wy
2, w,
w; = X(Wl) = -3 W3
4, w,

ile verilen X fonksiyonu bir rastgele degisken midir?

Coziim: Q= {w, W,,w,,w, }




Va € R igin;
a<-3ise {w: X(w)<a}=X*(®)=deU
-3<a<lise {w: X(w)<a}=X*({~3})=w, U
1<a<2ise {w: X(w)<a}= X *({~31})={w,,w,}eU
2<a<4ise {w: X(w)<a}=X*({~312})={w,w,,w,}eU
a> 4 ise {w: X(w)<a}=X"({-3124})=QeU

oldugundan X fonksiyonu bir rastgele degisken degildir.

Ornek: Bir deney i¢in Q 6rnek uzay: ve U sinifi asagidaki gibi verilmis olsun.
Q=[01] , U =BorelCebir
X: Q>R
w - X(w) =2w

ile verilen X fonksiyonu bir rastgele degisken midir?

w=a/2
Cozim: Q 0 1
X l
R 0 2
4
2w=a
Va € R ic¢in;

a<0 igin {w: X(w)<a}=X(®)=deU
0<a<2 ise fw: X(w)<a)= X ‘1([0,a])=[0,%} cU

a> 2 ise {w: X(w)<a}=X"?([0,2])=[01]=QcU

oldugundan X fonksiyonu bir rastgele degiskendir.



DAGILIM FONKSIYONU
X, Q) uizerinde tanimli bir rastgele degisken olmak tizere herhangi bir gercek x degeri i¢cin
X rastgele degiskeninin x’e esit ya da ondan daha kii¢iik deger alma olasilig1 birikimli
dagilim fonksiyonu ya da kisaca dagilim fonksiyonu olarak tanimlanir. F (x) ya da Fx(x)
ile gosterilir. Yani,

Fy(x) =P(X<x)
biciminde tanimlanir.

TANIM: (Q, U, P) bir olasilik uzay: olmak iizere,

F:R- [0,1]
X— F(x)=P{w: X(w) < x})

seklinde tanimlanan F fonksiyonuna X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.
f(t), X rastgele degiskeninin olasilik dagiliminin “t” deki degeri olmak tizere f(t) olasilik
(yogunluk) fonksiyonu bilinen bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi
elde edilebilir:
» Kesikli rastgele degisken icin dagilim fonksiyonu,
F(x)=Y%*,f(t), —oo<x< 00 igin
» Sirekli rastgele degisken i¢in dagilim fonksiyonu,

F(x) = f_xoof(t)dt, —00<x< icin

seklinde elde edilir (Burada X in tanim aralig1 genel olarak verilmistir. Hangi dagilimla

ilgileniliyorsa o dagilimin tanim araligi olmalidir).



DAGILIM FONKSIYONUNUN OZELLIKLERI

Teorem: (£, U, P) bir olasiik uzayi, X bir rastgele degisken ve F de X rastgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu olsun. Buna gore;

a) F azalmayan bir fonksiyondur.
X1 < x, ise F(x1)<F(x,) dir.
b) F sagdan siireklidir.
f}irgl+ F(x+h) = F(x)

) xlir}le (x)=0 ve ;1_{1010 F(x) = 1dir.

Teorem: X bir rastgele degisken, F de X'in dagilim fonksiyonu olsun. Buna gore;
a) ab € R vea<b olmak iizere P(a<X<b)=F(b)—F(a)
b) a € R olmak iizere P(X=a)=F(a*)—F(a")

dir. X rastgele degiskeni (stirekli veya kesikli) ve F(x) dagilim fonksiyonu olmak iizere,
P(X>x)=1-P(X<x)
=1-F(x)
dir.
» Kesikli bir X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F olsun. X rastgele
degiskeninin deger kiimesi D, olmak tlizere x€ Ri¢in X'in olasilik fonksiyonu

dagilim fonksiyonu yardimiyla
P(X=x)=F(x*) —=F(x™)
ile elde edilir.

» Sirekli bir X rastgele degiskeninin deger kiimesi D, ve dagilim fonksiyonu F(x)

olmak tlizere X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,



dF(x) ;. . iy g
f(x):{?’ F'nin tirevlenebildigi yerlerde
0, dd
seklinde elde edilir.

» Xrastgele degiskeni siirekli ise her x€ R i¢in P(X=x)=F(x*) —F(x~)=0 dur.

+ Bir rastgele degiskeni en iyi karakterize eden o rastgele degiskenin dagiliim

fonksiyonudur.
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